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ABSTRACT 
We show that the duplicate of an nth order Bernstein algebra is a Bernstein 
algebra of order n + 1, and we characterize the set of generalized idempotents in such 
an algebra. We also characterize those Bernstein algebra of order 2 which are Jordan 
or are power associative. The results are quite different from what is true for 
Bernstein algebras of order 1. 
Nous obtenons quelques proprietes sur les algebres de Bernstein d’ordre n. Ainsi 
la dupliquee dune algebre de Bernstein d’ordre n est une algebre de Bernstein 
d’ordre n + 1. Nous caract&iserons l’ensemble des idempotents g&kalis& et les 
algebres de Bernstein d’ordre 2 qui sont de Jordan ou a puissances associatives. 
1. PRELIMINAIRES 
Soient K un corps commutatif et A une K-algebre commutative non 
associative de dimension finie sur K. Pour tout x dans A et pour tout entier 
m 2 1, la puissance pleine x imI de x est definie par xii] = x, et xtml = 
x[m-llX[m-ll = (x[m-ll 1 2 si m > 2. Pour tout entier k, le nombre 2k sera note 
2* k. Ainsi pour tout x dans A et pour tout CY dam K on a (crx)i”l= 
a2*(m-l)x[ml 
Soit (A, w) une K-alg&-e pona%t+e, c’est a dire que w : A + K est un 
morphisme surjectif de K-algbbres., Si n > 0 est un entier, on dira que (A, wl 
est me algt%re de Bernstein d’ordre n (cf. [l]) si pour tout element x dans A 
on a 
(1.1) X[n+21 = w( X)2* “Xrn+ll* 
LINEAR ALGEBRA AND ITS APPLICATZONS 144:29-38 (1991) 
Q Elsevier Science Publishing Co., Inc., 1991 
29 
655 Avenue of the Americas, New York, NY 10010 0024-37!35/91/$3.50 
30 MOUSSA OUAlTARA 
Pour designer une algebre de Bernstein d’ordre 1, on dira simplement 
algebre de Bernstein. 
Rappelons brievement quelques proprietes des algbbres de Bernstein 
d’ordre n (cf. [3]). 
Soit (A,w) une algebre de Bernstein d’ordre n. Alors w est l’unique 
ponderation de A et l’ensemble des idempotents non nuls de A est donne 
;h G/Y-+ I1 : y dans A, w(y) = 1). Comme w est surjectif, cet ensemble est 
On suppose la caracteristique de K differente de 2 et soit e un idempo- 
tent non nul de A. Pour tout entier k > 0, considerons les endomorphismes 
ek de N = Ker w d&nis inductivement par e, = id,, ek+, = L, 0 ek oh 
L,(x)= ex pour tout x dans Ker w. On pose Vk =(X:X dans N, e,(x)= 0) 
pour tout k > 0. On a la suite de sous-espaces vectoriels {0) = V, C V, C . . . 
CL-1 c V,. De plus N se decompose sous la forme N = U@V,, oii U = {X :X 
dans N, ex = $r} et V, = {x :x dans N, e,(x) = 0). Soit m le plus grand 
entier tel que V, _ 1 # V,, alors V,,, = V,,. Pour tout k, 1 < k g m, il existe un 
sous-espace vectoriel Ck tel que Vk = Vk _ r@ Ck. Alors Vk = e1 <i <k ci. 
Puisque V, = V,,, A admet la decomposition suivante: 
relativement a l’idempotent e et les composantes v&Sent les relations 
suivantes (cf. [3, proposition 5.71): 
(1.3) UZCV,, (Kerw)C, CU+V, si m<n, 
(Kerw)Cl cU+V,_, si m=n. 
Par exemple si A est une algebre de Bernstein (d’ordre l), m = n = 1, 
(1.4) v, = (0) > c, =v,, u2 CVl, (Ker w)Vr CU. 
Dans le cas des algebres de Bernstein d’ordre 2, une linearisation partielle de 
l’equation (1.1) permet d’obtenir: 
(1.5) 2e[(ex)x2] +8[e(ex)](ex)2+4[e(ex)](ex2) =(er)x2, 
(1.6) 2ed3]+32[e(ex)][(ex)x2] +16(ex)[31 
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pour tout x dans Ker w. Pour plus de details et dans le cas general nous 
renvoyons le lecteur B [3]. 
2. DUPLIQUEE DUNE ALGEBRE DE BERNSTEIN D’ORDRE n 
On d&nit sur le K-espace vectoriel S;(A), seconde puissance symetri- 
que du K-espace vectoriel A, une nouvelle structure d’algebre par (x .x’) 
(y . y’) = xx’- yy’ 06 on a note par x *r’ le produit symetrique de x et x’. La 
nouvelle algbbre, not&e D(A), est appelee la dupliquh commutative de A. 
L’application K-lin&ire p : D(A) + A’, x. y c) ry est un morphisme 
surjectif d’algebres et si w : A2 + K est une pondkration pour I’algebre 
d&-iv&e A2, le morphisme compose wd = w 0 p : D(A) -+ K est une pondera- 
tion pour D(A). 
THI?OF&ME 2.1. Soit A une K-alg&re de Bernstein d’ordre n, n > 0 
entier. Akn-s sa dupliqw’e D(A) est me alg&re de Bernstein d’wdre n + 1. 
En effet, pour tout r* y dans D(A), on a: (x* y>' = xy.ry, (x *y)t3j= 
(xy)tzl~(xy)tzl et (x * y)tkl = (~y)t~-~j~(~y)t~-~~ pour tout entier k > 2. Si A 
est une algebre de Bernstein d’ordre n, on a en particulier (x . y)t” +31 = 
(xy)~“+~l.(xy)I~+~l~(W(~y)~*~)~(~y)~”+~l.(XY)~”+~l~W(X)~*~~+~~(Xy)~R+1l. 
(xy)r”+‘l= Wd(X.y)~*(~+~)(X.Y)I”+21~ Ainsi D(A) est une algbbre de Bem- 
stein d’ordre n + 1; d’oti le theoreme. 
REMARQUE 2.2. La demonstration du theoreme revele que I’hypothese 
pout gtre rendue minimale. Autrement dit, si l’algebre d&i&e A” de A est 
de Bernstein d’ordre n, D(A) est de Bernstein d’ordre n + 1. 
3. EXEMPLE DES ALGEBRES DE BERNSTEIN (D’ORDRE I) 
Soient K un corps commutatif de caractdristique differente de 2, et soit 
A = Ke@U@V, la d&composition dune algebre de Bernstein relative a 
I’idempotent e. 
On va determiner la decomposition D(A) = Ke . e @ U, @V, = Ke . e @ V, @ 
C,@C, de I’algebre de Bernstein d’ordre 2, D(A). Soit r dans U,. Alors 
(e*e)x = e.&r) = ix et en y appliquant /.L, il vient que e&r) = ip(x) done 
p(x) est dans U et r = 2e*p(x). Si un Clement r de D(A) est tel que p(x) 
est dans V, e ./L(X) est dans 17,. Comme /.L est surjectif U, = Ke . U = {ae . u : u 
dans U, (Y dans K). Maintenant soit x dans V,. Alors (e . e)[(e * e)x] = e * 
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[ep(x)] = 0, soit ep(x) = 0 et CL(T) est dans V,. Si x est dans D(A) tel que 
CL(T) soit dans V,, (e*e)[( e. e)x] = 0 et x est dans Vd, done V, = lx E 
D(A): e@(x) = 0). 11 est facile de voir que C, = Ker p et par definition C, est 
un supplementaire de C, dans V,. Comme A2 = Ke@ U@ U2 en vertu des 
relations (1.4) l’isomorphisme d’algebres D(A)/C, = A2 nous dit que 
dim C, = dim U2. Par le theoreme 2 de [2], on a D(A)C, = 0 tandis que la 
relation (1.3) donne Uj c V,. 
EXEMPLE 3.1. Soit 2(2,2) 1’ a e lg‘b re zygotique dune population diploide 
a 2 allbles. Dans la base canonique (e, e,, e,), la table de multiplication est 
don&e par e2 = e, ee, = e,e = ie,, ef = ie,, les autres produits &ant nuls. 
La table de multiplication de l’algebre des couples 0(2(2,2)) dans la base 
(e*e, e-e,, e;e,, e’e,, ei’es, es .e,) est don&e par (e.e)2 = e-e, (e.eXe. 
e,)= +e*e,, (e.eXe,*e,) = +e*e,, (eee,)’ = +e,*e,, (e.e,)(e,.e,)= $e,*e,, 
(e,.e,)2 = $eZ*e2, les autres produits 6tant nuls. On a 17, = Ke. e,, C, = 
(e-e,, e1’e2, e2 se,> et C, = Ke,-e,. 
THI?OF&ME 3.2. Soient A une K-alg&re de Bernstein et A = Ke@ U@V sa 
d&composition relative ci l’idempotent e. Conditions e’quivalentes: 
(i) D(A) est me alg2bre de Bernstein; 
(ii) U2=0. 
De plus si l’une de ces conditions est satisfaite, D(A) est une algbbre de 
Jordan spkciale. 
En effet, supposons que D(A) soit une algebre de Bernstein. Alors, 
relativement h l’idempotent e. e, ou e # 0 est un idempotent de A, la 
relation (1.2) nous dit que V, = C, et C, = 0. Comme dim C, = dim U”, alors 
v2=o. 
Reciproquement: 11 est clair que si U” = 0, C, = 0, V, = C, et alors, 
U,V, = 0 et Vl = 0. Ceci nous dit que D(A) est une algkbre de Bernstein 
not-male (cf. [8, paragraphe 91). La demiere assertion du thCor&me est don&e 
par le thCorbme 5.3.4 de [4], en remarquant que D(A) est, dans ce cas, 
isomorphe a la dupliquee D(B) de l’algbbre de Bernstein triviale B de m6me 
type que A (il n’est pas necessaire que A et B soient isomorphes). Rappelons 
que si A = Ke@IJ@V, est la d&composition de l’algbbre de Bernstein A avec 
dim U = r et dimV, = s, le couple (l+ r, s) est appek le type de A et A est 
dite triviale si le noyau de sa ponderation est une zero algebre. 
Dans un autre contexte, Lyubich dit qu’une algbbre de Bernstein est 
exceptionnelle si U2 = 0. 
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4. ALGEBRES DE BERNSTEIN D’ORDRE 2 QUI SONT DES 
ALGEBRES DE JORDAN 
Soient K un corps commutatif inhi de caracthistique diffhente de 2. 
Une K-algkbre commutative A est une algitbre de Jordan si x’(yx) = 
(x2 y)x et une K-alghbre A est dite 2 puissances associatives si x’xj = x”+j 
pour tous i, j > 1 entiers. 
LEMME 4.1. Soit (A, w) une K-alg&e de Bernstein d’ordre 2. Les 
conditions suivantes sont t5quivalentes : 
(i) A est une algihre de Jordan; 
(ii) Pour toute &composition A = Ke (3 U@V,, on a U2 C V,, W, C U, 
Vl C V, et les iahtitffs suivantes sont v&i$f5es: 
u3 = 0, 2u(uv) = u2v, 2v( vu) = v2u, 
u( 24%) = u”( uv) = 0, u( u2u’) = #“( uu’) = 0, 
u2v2 +4( uv)” = 2v( u”v), v( v”u) = v”( vu), 
v”( vv’) = v( v’v’) = 0 et v4 = 0, 
quels que soient u et u’ dans U, v et v’ ohs V,. 
(i) * (ii): En effet si A = Ke@U@V, est la dkomposition de A relative B 
e, cette dhcomposition cokcide avec celle de Peirce et alors, on a U2 c V,, 
W, CU et Vz” cV,. Pour y = e et x = u dans x2(yx)=(x2y)x, il vient que 
iu” = 0 soit u3 = 0. 
La linkarisation de I’identit6 de Jordan donne 
(4.2) (xy)(zt) +(=)(yt) +(xt)(yz) = Mdlt + [+)lY + b(yt)l~. 
En faisant d’une part x = y = u, z = v et t= e et d’autre part x = y= v, 
z = u et t = e il vient respectivement que 2u(uv) = u2v et 2v(vu)= v2u. 
En faisant x = y = u et z = t =v dans (4.2) on obtient u2v2 +Z(UV)~ = 
2v[u(vu)]+ u(uv2)= v(u2v)+ $‘v2 soit u2v2 +~(uv)~ = 2v(u2v). Main- 
tenant u3 = 0 pour tout u dans U entrahe que u2u’ + Zu(uu’> = 0, quels que 
soient u et u’ dans U. Alors, pour u’ = uv on a 0 = u2(uv)+ 2u[u(uv)] = 
u2(uv)+ u(u2v) = 2u2(uv), soit u2(uv) = u(u2v) = 0. Par ailleurs, comme 
uu’ est dans V,, on a u’(uu’) = u(u’u’) = -Zu[u(uu’)] = - u2(uu’), ainsi 
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U’(UU’) = U(U2U’) = 0. Enfin, en faisant x = u dans (1.61, il vient que U4 = 
(o’)~ = 0 ce qui entraine que u*(w’)= 0 soit v(U2v’)= v”(vv’)= 0. On a 
done etablit la condition (ii). 
Reciproquement: Soient x = oe + u + o et y = /3e + U’ + U’ deux elk- 
ments quelconques de A. En utilisant les identites de (ii) et apres simplifica- 
tion il vient que 
x2(yx)-(r2y)X=u2(U’v)+2(Uv)(UU’)-v(U2U’)-2u[U’(Uv)] 
+u2(vv’)-v(u2v’)+2(uv)(uv’)-2u[v’(uv)] 
+(uu’)v2-u(u’v2)+2(uv)(u’v)-2v[u’(uv)] 
+(uv’)v”-u(v2v’)+2(uv)(vv’)--2v[v’(uv)]. 
Chaque ligne s’annule au moyen des equations: 
(a) u2(u’v)+2(U0XuU’)=V(U2U’)+2U[U’(Uu)l, 
(b) U2(w’)- v(u2u’)+2(u~Xu2)‘)-2u[d(uu)1= 0, 
(c) (uu’>v2 - U(U’v2)+2(uvxu’U)-2v[U’(Uz;)l= 0, 
(d) (Uv’)u2 - U(2;2v’)+2(U23)(232)‘)-2z?[o’(uz))]= 0, 
qui s’etablissent comme consequence des identites de (ii). On a par exemple 
2(UV)(UU’) = 2U[U(UU’)] -2v[u(uu’)l= 2u[u(u’v)l+ 2u[u’(uv)l- 2z;[U(UU’)l 
= - U2(U’e)+2U[Uf(UU)]+ U(u2U’), done u’~zc’c)+~(uoXUU’)=V(U~U’)+ 
ZU[U’(UV)] d’ob l’equation (a). Ainsi r”(yx)-(x2y)x = 0 et A est une 
algebre de Jordan, d’ou le lemme. 
TH&&ME 4.3. Soient K un corps commutatif de caractkistique diflh- 
rente de 2 et 3 et (A, w) une K-alg;bre de Bernstein d’ordre 2. L.es condi- 
tions suivantes sont hquivalentes: 
(i) A est une alg&re de Jordan; 
(ii) A est une alg&re ci puissances associatives vtffiant v(v*v’) = 0 quels 
que soient v,v’ dans V2, oii A = Ke@U@V,. 
En effet, puisque toute algebre de Jordan est a puissances associatives, le 
lemme 4.1 nous dit que (i) entraine (ii). 
Reciproquement: Supposons que A = Ke@U@V, est B puissances asso- 
ciatives et que v(u2v’) = 0. Avec l’argument de la decomposition de Peirce, 
on a U2 cV,, W, CU et V,” cV,. Comme u3 est dans U, pour x = U, 
BERNSTEIN ALGEBRAS 35 
l’identit6 (1.5) nom donne e(u3)+ T$” = iu3, soit u3 = 0. La linearisation 
partielle de l’identite x2x2 = x4 donne 
(4.4) 
4x2(yz) +B(xy)(xz) = I+] +24~(41+2+(ry)1 
+2y[x(xz)] +2z[x(ry)] +(x2z)y+(x2y)z. 
En faisant x = u, y = u et z = e, il vient que 4u(uu) = 2u(uu)+ u2u, soit 
2u(uu) = U’U. En y faisant x = o, y = u et z = e, on obtient 2uu2 = Su(uu)+ 
~uu2 soit 3[uu2 -2u(uu)] = 0 et si car K # 3 on a uu2 = 2o(uu). Puisque 
u3 = 0 entraine que u2u’+2u(w’) = 0, alors pour u’= uu il vient que 
u2(uu> = -2u[u(uu)] = - u(u2u). Mais Bu(uu) = uu2 entraine que U(UU’) = 
(uu)u’+(uu’)u. Alors u(u2u) = u3u +(uo)u2 = u2(uu). Ainsi, de ce qui 
precede, il vient que u2(uu) = u(u2u) = 0. L’identite 2u(uu) = u2u entrame 
que u(uu’) = (uu)u’+(w’)u. Done u(u’u’) = u’(uu’)- u’u3 = 2u[u(uu’)] = 
- u(u2u’), soit u(u’u’) = u’(uu’) = 0. On a u2(uu> = 2u[u(u)u)J = u(u2u>. 
Maintenant, en faisant x = U, y = z = u dans (4.4) il vient que 4u2u2 + 
So = 2~(~u~)+4~[u(~u)]+4u[~(~u)]+2(~~~)o soit 4u2u2 +B(uu)~ = 
u2u2 +4u[u(uu)]+4u(u2u). Mais 4u[u(uu)] = 2u(uu2) = u2u2. Par cons& 
quent u2u2 +~(uu)~ = 2u(u2u). Pour x = u, l’identite (1.6) nous dit que 
u2v2=v4=0. Mais u2u2=0 o p ur tout u entraine que v2(uu’) = 0 quels 
que soient u et u’. Enfin, puisque par hypothese u(u2u’) = 0 quels que 
soient u et u’, le lemme 4.1 nous dit alors que A est une algebre de Jordan; 
d’oti le theoreme. 
Pour les definitions de T-algebre (en anglais “train algebra”) et T-algebre 
speciale voir par exemple [S]. 
TH~OR~ME 4.5. Soit A une K-algGbre de Bernstein d’ordre 2. Supposons 
que A est ci puissances associatiues. Alors A est une T-algt%re utkijiant 
x5 - w(x)x4 = 0. 
En effet, soit x = ae + u + u un Ckment quelconque de A. On a 
x2 = ff2e + fxu + u2 +2uv + u2, x2 - (YX = u2 +2uu + u2 -au, x3 - ffx2 = 
auu+2u(uv)+uu2 - cyuu+u2u+2(uu)u+u3 - cXu2 = 2u2u+2uu2+u3 - (Yu2, 
x4 - Lyxs= Lyuua +2u(u2u)+2u(uu2)+ UU3 - cwu2 +2(u2u)u +2(uu2)u - 
cyu3 = u2u2 + uu3 + 2(U2V)U + 2(UU2)U - (Yu3 = 2U2U2 + 4(Uu)2 + 2uu3 - 
ffv3 et x5 - ox4 = BUD +2u(uu3)+2(u2u2)u +~(uu)~u +2u(uu3). Mais 
on a: BUD = - B[u(uu)](uu) = - 4(u2u)(uu) = -4u2[u(uu)] = 
-2u2(uu2) = 0, 2u(uu3) = 4u[u2(uu)] = 4u2[u(uu)l = 2U2(V2U) = u(u2)2 = 
0, OVA = B[u(uu)](uu) = 4(uu2)(uu) = 4u2[u(uu)] - 4u[u2(uu)] = 
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2u2(u20)-2u(uu3) = -2u(uu3) et 2v(v2u2) = 4v[u(uv2)] = 4(UuXzm2)+ 
4u[v(uu2)] = - u2u3 + u2u3 = 0. Ainsi x5 - crr4 = 0 ou encore x5 - W(x)x4 
= 0 puisque w(x) = cy; d’ou le theoreme. 
TH~OR$ME 4.6. Soit A une K-algLbre de Bernstein d’ordre 2 qui est 
aussi une algsbre de Jordan. Alors, A est une T-algBbre sphciale. 
En effet, d’apres le theoreme 4.5, A est une T-algebre. Mais le theoreme 
1.4 de [5] nous dit qu’une T-algebre de Jordan est une T-algbbre speciale si 
et seulement si N2 est un ideal de A, oti N = Ker w. I1 suffira alors de 
montrer que N 2 est un ideal. Soit done A = Ke@U@V, la decomposition de 
A relativement a un idempotent e. On a N = U@V,, N” = UV,@(U” + Vt), 
N3 = [(UV,)V, + UU2 + W,“] @ [U(W,) + U”V, + V,v,“] C N2 parce que 
(W,)V, + UU” + Wt C W, et U(W,)+ U”V, + V2Vl C U’ + V,“, au 
moyendesrelationsU2~V2,W2cUetV~cV2.DepluseN2=W2CN2, 
par suite AN2 c N 2 et N2 est un idCal de A; d’oh le rksultat voulu. 
THI?O&ME 4.7. Soit A une K-algBbre de Bernstein d’ordre 2 qui est ci 
puissances associatiues. LES idempotents non nuls de A sont de la forme 
e + u + u2, oic e est un idempotent de A. 
En effet, soit x = (ye + u + u un idempotent non nul de A. D’aprh le 
lemme 1.2 de [3], on a w(x) = (Y = 1. Aussi x2 = e + u +2uu + u2 + u2 = x 
entraine que 2uu = 0 et u2 + u2 = u. Done u2 = (u2 + u2>2 = u4 +2u2u2 + 
u4 = 0 car u4 = u4 = 0 et 2 u2u2 = 4u(uu2) = Su[(uu)u] = 0. Par suite u = u2 
et x = e + u + u2; d’ou le theoreme. 
NOTE 4.8. 11 est facile de construire une K-algebre de Bernstein d’ordre 
2, ?I puissances associatives. En effet, soit N une nil-alghbre commutative, ZI 
puissances associatives, de nil indice 4. L’alghbre A = Ke @ N, somme directe 
d’algkbres, est de Bernstein d’ordre 2 avec V, = N et w : A + K, (ye + y ++ a, 
oh e est un idempotent non nul. Pour x = w(x)e + y dans A avec y dans N, 
on a x 2 = w(x)2e + y2, xL31 = w(x>4e + y [31 = w(x)4e et xL41 = w(x)se = 
w(x) x . 4 E3] En particulier, si N est la nil-algkbre commutative B puissances 
associatives du contre-exemple de Suttles, l’alghbre A ci-dessus construite 
est une algkbre de Bernstein d’ordre 2, 31 puissances associatives qui n’est pas 
une alghbre de Jordan. 
NOTE 4.9. La reciproque du thCor&me 4.5 n’est pas vraie. En effet, soit 
A = Z(n, 2) I’alg&bre zygotique dipldide B n alkles et soit D(A) sa dupliquee. 
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Pour tout x dans A, on a x3 = w(x)x’ et y4 = wd(y)y3 pour tout y dans 
D(A), soit aussi y5 = wd(y)y4. Cependant, il est bien connu que D(A) n’est 
pas 2 puissances associatives. 
5. IDEMPOTENTS GENERALISES 
Soient K un corps commutatif quelconque et A une K-algkbre commuta- 
tive. On appelle idempotent g&5-alise’ de A tout ClCment e vkrifiant 
e = efk+lI pour un entier k 2 2 (cf. [Y]). 
On remarque que (~[pJ)[q+‘l= &‘+ql pour tout x dans A et pour tous p 
et 9 entiers. On notera IL(A) l’ensemble des idempotents g6nCralis6.s 
d’ordre k. 
TH~O&ME 5.1. Soient K un corps commutatif et (A, w> une K-alg&re 
de Bernstein d’ordre n. Alors Z;(A) = {e : e E A, e2 = w(e)e, w(e)‘* k-1 = 1) 
U(O). 
En effet, soit e un idempotent g&&ralis6 d’ordre k d’une algbbre de 
Bernstein d’ordre n. On a e = e[k+l]=(e[k+ll)[k+ll= efzk+ll et par &cur- 
rence on Btablit que e = e[pk+p-‘] pour tout entier p > 1. D’autre part 
w(e) = w(e)’ *k soit w(e)[l - w(e)‘* k-1] = 0, done w(e) = 0 ou w(e)‘* k-1 
= 1. Si w(e) = 0, e[“+‘] = 0. 11 existe alors un entier p > (n +3)/(k + 1). 
Alors e = eipck+ 1)-11 = (e[n+21)[“‘1 = 0 oii m est I’entier vkrifiant m + 72 + 1 = 
p(k + l>- 1, done e = 0. Supposons maintenant que w(e)2 * k-1 = 1. Prenons 
d’abord w(e) = 1. D’aprbs le lemme 1.2 de [3], u = ,[“+‘I est un idempotent 
de A. Pour tout entier p 2 (n +3)/(k + l), on a e = e[P(k+l)+l] = 
(e[~+ll)[m+ll = U[m+ll = u, oh m est comme ci-dessus; done e est un idempo- 
tent. E&n, si w(e) est aussi diff6rent de 1, en posant u = e/w(e) 
on a w(u)=1 et ~[~+‘]=e[~+‘]/w(e)~*~=e/w(e)=u. Alors, de ce 
qui prkchde, il vient que u est un idempotent. Ainsi [e/w(e)12 = e/w(e), 
soit e2 = w(e)e. Rkciproquement, si e2= w(e)e avec w(e)2 * k-1 = 1, 
alors e/w(e) = [e/w(e)12 entraine que e/w(e) = [e/w(e)][k+‘l = 
e[k+11/w(e)2*k = eIk+‘l/w(e), soit e= eLk+lI et e est un idempotent 
g&&ralis& D’oii le rhultat voulu. 
Le corollaire suivant est immkdiat. 
COROLLAIRE 5.2. Pour tout entier k > 1, si K = R, Z:(A) est l’ensemble 
des idempotents de A. 
I 
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6. COMMENTAIRE 
Si A est une algebre stochastique decrivant une population [8] et y est un 
Clement de A representant une distribution de h-equence dans la generation 
initiale [dans ce cas w(y) = 11, l’element yikl represente la distribution de 
frequence dans la kieme generation. Dans le cas dune algebre de Bernstein 
dordre n $“+21= $‘+ 11 signifie que la population est en Cquilibre apres 
n + 1 generations. Si A decrit une population gametique, D(A) decrit la 
population de type zygotique et le theoreme 2.1 nous dit que D(A) atteint 
l’equilibre B la generation suivante. 
Si un element e de A est un idempotent gCn6ralis6, disons que e = eik+ ‘1, 
alors les elements ei’l, ei21,. . . , eikl sont continuellement r&pet&, c’est B dire 
que la suite des puissances oscillent autour des k puissances de e. Puisque 
dam un contexte biologique K = R, le corollaire 5.2 nous dit que dans une 
population d&rite par une algebre de Bernstein d’ordre n, les oscillations 
comcident avec les etats d’equilibres, qui eux, sont des idempotents de 
l’algbbre. 
Je remercie le Referee pour ses remarques et suggestions. 
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